14. UTHTEI'PAJIN
CA ITAPAMETPOM

OCHOBHMUA ITIOJMOBUA

14.1. edununuja. Heka je A ckyn (6uno xakas), u J C R unrepsas, u
meka je f: A x J — R dyskuuja, rakBa na je 3a cBe o € A mpeciaukaBame T —
f(a, ) unrerpabusino na J (y CBOjCIBEHOM U/ HECBOJCTBEHOM CMUCILY - CBEJEIHO).
Oyukmmnja h: A - R

(1) ha) = / f(o ) da

Ha3WBA Ce UHME2PaA Ca NApamempom. YKOIUKO cMO y moryhHoctm ma uHahemo
eKCILTUIUTAH n3pa3 3a QYHKIujy h, Ha IpuMep, TAKO IITO je WHTerpat (QpyHKInje
x — f(a,x), n3pauymuB, Kao HeonpeljeHn 3a cBe a, OHIA ce MCUTHRAEmE 0COONHA
dyukumje h MoxKe m3BecTn MeToAMMa AUMEPEHIINjATHOT padyHa. VU To Huje HumTa
woBO. OBa ritaBa nmocsehena je msyuaBamy ocobuna GpyHKIHMje h 1 OHIA Ka/1a HUCMO
y moryhuoctu na mabhemo ekcmmumuran n3pas 3a GyHKIHA]Y A.

14.2. CraB [curHa npaBuia). Heka je A C R.

a) Axo je 3a cse z f(a,z) < f(0,z), kan ron je o < (3, onna je pyukuuja h
pacryha; ciimdHa TBpIAEba BAXKM KA Ce CTaBe 3HAIM <, >, >, U Taaa je MYHKINja
h pemom crporo pactyha, omamajyha, crporo omamajyha;

6) Axo je A unrepsan y R, u 3a cBako x npecuyinkaBame « — f(q, ) KOH-
BEKCHO, OHJIa je u h KOHBEKCHA (DYHKIIMja; UCTO U 33 CTPOrO KOHBEKCHA, KOHKABHA,
CTPOro KOHKABHA;

B) Ako je J KoHauaH nHTEpBaJ U f orpanuyena Ha Ax.J, oHna je u h orpanudena.

JOKA3. Tpusmjammo. O
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VMHTEI'PAJI 110 KOMITIAKTHOM NHTEPBAJIY

VY oBom omesbky, ce Bpeme 6umhe J = [a,b] C R, omrOCHO

h(a) = /abf(a,x) dz.

14.3. Cras [simmec, Henpekunnoct|. a) Heka je A ckyn na kowme je nedpun-
ucana Kousepreanmja. Ako je lim f(«a,z) = g(x), paBromepno no x € [a, b], Tana
a—aq
je
b
lim h(a) :/ g(z) dx;
a— Qo a
6) Heka je A C R* m mexa je f : A x [a,b](C R¥!) — R menpexumna
dbynxumja, rana je u h HernpekumHa.

JTokA3. a) To je, sanpaso, Cras 13.14 rnase PanomepHna konBeprenimja;

6) @ukcupamo oy € A. Ilocroju komnakran ckyn K C A rtakaB na agp €
int K; raga je u K X [a,b] rakofe komnakran. ITpema Kanroposoj reopemu, f je
paBHOMEpHO HenmpekuaHa Ha K X [a, b], To jecr

Ve > 036 > 0Va/, " € KV2', 2" € [a,b]||(a,2") — (", 2")|| < § =
[f(e/,a") = f(a",2")| <e.
Kako ap € int K, 1o je K Heka OKOJIMHA TA4Ke (g U 33 TY OKOJIMHY BarKu
Vo€ KVz € [a,b] ||(o, x) — (cp, x)|| < 6 = |f(a, ) — faog, z)| <&,
To jecr ma f(a,z) = f(ap,x) paBHOMepHO TO = € [a,b], ma f(a,z) — f(ag,x)

paBHOMEpHO. [IpUMEHUMO TauKy a). O

14.4. CraB [mudepennupame]. Hekaje ACR, f: A x [a,b] — R. Ako je
Of (e, )
O

f mudepennmjaburHa Mo « 3a cBe X, 1 aKO je PpyHKIHIja HEMPEeKUIHA Ha

A X [a,b], Tama je h nudepernmjabuTHA U BaXKN
b
Of (a, x)
/ _ ,
W (o) = /a e dz.

JTokA3. TIpema JlarpaH:koBoj TeopeMu o CpeIrboj BpenHocTn nocroju § € (0,1)
TaKO 13 BaK1

b
ot B =) - L [ o+ sa) - flae) do =
1 b Of(a+0Aa,x) B Pof(a+0Aa,x)
_E/a A“le’—/a T e @

b L .
Mebyrum, mocaemsbn WHTErPAT TEXKU Ka fa %(a,x) dz, jep je dymkmmja % He-
MIPEKUIHA.

VY Bexbamy 28 Moxke ce BuieTu ITa ce 30uBa Kaaa g—i HIje HempeKnIHa y

MaKap 3a jelIHO .
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14.5. Cras [JIajouun]. Heka cy ¢ u ¢ nudepennujabuite byHKImje peane
IIPOMEHbUBE, U HEKA je

()
h(a) = / f(a, z) dz,

o(c)
u Heka f 3amoBosbaBa ycsoBe mperxonnor Craa. Tapma je h nudepennujabuina
dbyHKIMja, 1 BaxKu

H@) 9 f(a.
W(a) = / OH@2) 14 4 Flan (@) (@) — Flas p(a))e' (@),
o) Oa

Mpemmsanje, nomen dynkmuje f je ckyn {(a,x)|a € A, p(a) <z < ¥(a)}.
JTOKA3. @ukcupamo oy € A, 32 a € (ap — 0, ap + §) mmamo

o(ag) nen) Y(a)
(2) hia) = / fla,z)dx +/ fla,x)da +/ fla,x) da.

o(a) p(ao) P(ao)
I/I3130)1 cpember cabupka umamo y nperxomaom Crasy. ITorpaxkumo 3a rpehu. Heka

je g(a fw f(a, x) do, u umamo
A — 1 [ pete+aa) vle)
gla+ Ba) —gla) _ 1 V fla+ Ba)da = [ flaa)de =
YaNe YN P(ao) Y(ao)

1 Y@ | latsa)
= 7 L, Gerban g [ 7 farsanar =55

IIpBu cabupax, kao y mperxogaom CTaBy KOHBEPTUPA,
(@) 5 f(q. x
Oflaz) dz

Sl — )
(o) da

a 3a Jpyru uMamo

1 P(a+Aa) ( )
52:—/ fla+ Aa,z)dx =
B Jy(a)

= ﬁf(a + Ao, &) (Y(a+ Aa) —(a)) 1o mpBOj T O Cp Bp
= fla, ()¢ (@)
Comano je n n3Boz mpBor cabupka y (2) jenuax — f(a, o(a))¢’ (). 0

14.6. CraB [Hurerpamuja]. Heka je A = [¢,d] u f : [¢,d] X [a,0] — R
HempeknaHa. Tana je

(3) /:/abf(a,x)dxdaz/ab/:f(a,a:)dadx,

3a cBe ¢ < v <d.

okA3. IIpema Cray 7.19, byukuuja vy — fg fla,z)da = ¢¥(a, x) je nudep-
eHnujabmIHa 1o Y, a IHEH U3BO jeqHAK je

0
a%’(v,x) = flna),
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mTo je Hempekuana dysknymja, na npema Crasy 14.4 mmamo

a [° b9
57/ w(v,x)dx:/a Gov )

;V/Gb/:f(a,z)dadx/abf(a,ﬁv)dxa

a ToCJTeNIbe je HempeknaHa GyHKImja mo «, ma pe3yarar gooujamo Hbyra-Jlajonu-
1IOBOM (DOPMYJIOM. O

OITHOCHO

IIpumedba: Hasenena jemnaxkoct je moceban caydaj PybunujeBe reopeme, jep je
cBaka HempekuaHa GyHKIUja Ha [¢, d] X [a,b] nHTerpabuana Ha TOM cKymy. lakie,
Baxku u ommruje, jenHakoct (3) Baxku u Kanga je f uHTerpabuiHa u obe crpaHe
UMajy CMHCJTIA.

PABHOMEPHA KOHBPEI'EHIINJA
HECBOJCTBEHUX MWHTEI'PAJIA

Y oBoMm nryiaBsby Ouhie peun o cuTyaluju Kaga je HHTerpaJl NHTErPAlllje HEKOM-
NaKTaH, OIHOCHO, KaJa je MHTerpas Koju ce jaBba y (1) necsojersen. Kao u unave
KaJa je ped 0 HeCBOjCTBEHNM MHTErpamMa, pasMarpaheMo MCK/bYduBO Caydaj MH-
TepBana [a,b). Ocramm ce pasMarpajy aHAJIOTHO.

14.7. Hedunnunuja. Heka je f(«, x) 10KamHO MHTErpabMiIHa Ha [a, b) 3a CBAKO
a € A. Taga cmo y moryhinoctn ma geduanmemo dbyuriujy F : A x [a,b) — R ca
F(a,u) = ff fla,z)d.

Kaxkemo ma maTErpasn f;_ f(a, x) dx paBHOMepHO KOHBeprupa 110 o € B C A,
ako F(a,u) = h(a), kan u — b— paBuomepHo no « € B. Kaxemo 1a Konseprupa
AOKAAHO PABHOMEPHO AKO CBAKO o € B uma okosuny y ko0joj F(a,u) = h(«a), u cse
penom nedbUHUIEMO Ha Taj HAYUH: alCoJIyTHO, HOPMAaJIHO, UTH, Kao y maparpady
13.17.

14.8. CraB [curHa npaBuial. a) AKO HHTErPAJIH

b—

fla,x)de m /b_ g(a, z)dx

PaBHOMEDPHO KOHBEPIWPAjy HA CKyIy B, Taga paBHOMEPHO KOHBEPIMPA U MHTErPAJT

bh—
/ (\f(az) + pgla, ) da,

Ha cKymy B, npu demy cy A, u € R;

a

b—
6) Uurerpasn fa f(a, z) dz paBHOMEPHO KOHBEpTHpA 110 v € B aKko u caMo ako
3a cBe € > () mocToju ug € [a, b) TakBO ma 3a CBe v > u > Ug U CBE (v BPEON

/uv f(a,z)dx

<e

(Komujes kpurepujym);
B) Ako je 3a cBe a, |f(a,z)| < () n ff_ (z)dr < +oo, Tama mHTErpas

fab_ f(a, z) dz paBrOMepHO KOHBeprupa. (Bajepmrpacos kpurepujym);
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b—
r) Ako uHTerpas fa f(a, x) dx HOpManHO KOHBpErupa, Tajga OH PABHOMEDPHO
KOHBEPTupa.

JOKA3. a) Ciuienu u3
AF(OQI) + ,U,G(OZ,I) = AF(O‘J)*) + HG(avbf);

6) HososbHo je mpumenutn Kommjer ycioB Ha damnanjy dyurmmja F(o, u);
B) u r) cjene u3s 6). O

14.9. Cras [[dunul. Heka je f: A x [a,b) — R nosurusna dynknnja. Ako
je npecsiukaBame « — f(«,x) Henpekumno (1o o) 3a ce = € [a,b) u ako je mpec-
JIMKABAIbE (v — f;7 f(a, z) dz nenpekumno, Tana f;7 f(a, ) dr paBHOMEpPHO KOH-
Beprupa 1o « € K, rie je K npousBosbaH KOMIIAKTAH IMOJICKYI CKyna A.

JoKA3. @amuminja dyukumja o — F(a,u) = fau f(a, z) dz je pacryha o u, un
HEMPEeKNIHA 10 ¢, TTa ce MoxKe npuMeHnTn {uamjeB kpurepujym 13.19. O

14.10. AGesioB u Jupuxieos kpurepujym. Hekacy f,g9: A X [a,b) — R,
u Heka je x — g(, ) MOHOTOHO 3a cBe a. Ako Baxku Gapem jeman on cieneha nsa
yCJIOBA:

(A) Unurerpan fab_ f(a, z) de paBHOMepHO KOHBeprupa, a |g(a,z)| < M (g je
PABHOMEPHO OIDAHUYEHA);

() Baxku nejennakocr |f; fla,x) dx’ <M, ug(a,z) =0, kag © — b—;

TaIa MHTErpas f(jF f(a,z)g(a, x) dx paBHOMEPHO KOHBEPrHUPA.

IokA3. Kako je g MoHOTOHA, peMa APYroj TEOPEeMH O CPEIEbOj BPEIHOCTH
UMaMO

v 13 v
(4) / fle 2)g(a, z) dz = g(or w) / fla,2)dz + gla, v) /5 f(o ) d.

VY cayuajy (A), 3a garo a > 0 youumo ug I0BOJHHO OJIMCKO TadKu b Tako 1a 3a
cBe v, u € (ug,b) Baxku

<e/2M,

-/uv fla,z)dx

a ro mMoxkemo 36or KommjeBor kpurepujyma. Tama us (4) cienn

SM(/jf(a,x)dx

VY cayuajy (), 3a garo € > 0 youumo ug JOBOSBHO OIMCKO Tadku b Tako 1a 3a
cse u € (ug,b) u cBe a Bazu |g(a,u)| < e/4M. Tana uz (4) umamo

/ " flasa)glo,z) da

+Mf(a,x)dx> <

< M(e/2M +¢/2M) =«.

19 13
< S oM+ Som=
S T &

/ " flon2)glon ) d

y3umajyhu y o63up na je <M+M=2M. O

J5 oy da| = |- !
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OIIEPAIINJE HAJ HECBOJCTBEHUM NMHTEI'PAJINMA

HecsojcrBenn napaMerapcku nHTErpaJ je objekar mobujen KomOunaimjom oomd-
HOT NapaMeTapCKOr HHTerpasa (IpeKo KOMIIAKTHOr cKyta) u gumeca. Crora ce cBa
mpaBuia 3a M3Boheme omapanmja Hall HECBOjCTBEHWM TAapaMeTAPCKAM MHTErpPaJl-
nMa 1oKaldyjy kombunyjyhu ogroapajyhe craBose 0 0OmuHIM TapaMeTapCKUM WH-
TErpajmMa U TPAHUIHOj BPEIHOCTH.

14.11. Cras [rparu4na Bpeguoct|. Ako f(«,x) kouBeprupa Ka fo(x), JIoKaHO
paBHOMepHO TI0 = € [a,b) (omHOCHO paBHOMEpHO Ha cBakoM [a,u] C [a,b)), Kam

b—
a — g, 1 fa f(a, ) dz paBHOMEPHO KOHBEprMpa TMO (v U3 HEKe OKOJIMHE TaduKe

g, Taga je
b— b—

lim fla,z)da = fo(x) dz.
a—=ao Jg a
JokA3. Nmamo
b—

lim fla,x)dx = lim lim/ fla,z)de =

a—Qq a a—QqQ u—b—

= lim lim/ fla,z)dx =
a

u—b— a—ayg

u b—
= lim / fo(x)dz = fo(x)dz.

u—b— a
IIpu Tome, npyru pen coenum Ha OCHOBY Teopeme O KOMYTATHBHOCTH JIIMECA, jep

. b—
hr? (omHOCHO fa f) paBHOMEPHO KOHBEprupa 10 (v U3 HEKE OKOJIMHE TauKe (vg, a
u—b—

tpehu pen crnenm wa ocroBy Crasa 14.3. g

14.12. CraB [HenpekumHoct]|. Axo je f(a,z) Hempexnana dbyHkuMja (Kao
dbyuKIMja 1BE TPOMEH/LUBE), U AKO f;_ f(a, z) dz J0KaTHO paBHOMEPHO KOHBED-

rupa, rana je dynkuuja h(a) = f:_ f(a, x) dx nenpekuna.

JOKA3. U3 menpexkununoctu ¢yukuuje f ciaenn, kao n y mokaly Crasa 14.3,
na f(a,z) = f(ao,x), Kam a — ag. pumennmo nperxonuu Cras. O

14.13. CraB [mudepennupame]|. Heka je
1° f: A x [a,b) — R mndepennmjabusina mo « 3a cBe x € [a,b), a dyHKIMja

9/ je meonpexumna na ckymy A x [a, b);

da
2° NnTerpas fab_ f(a, z) dz koBeprupa 3a Gap jemHo « € A;
3° Nurerpast f;F g—i(a, x) dr KoHBeprupa JIOKaJIHO PABHOMEDHO IO Q.

Tana je dyukuuja h(a) = f:7 fla, x) de mudepenuujabunna u BaxKu

b—
of
(o) = ——(a, ) dz.
@=[ Fhem)d
JToKA3. ®@ynkuuja h(a) je rpannana Bpegaoct dbamuianje bynkunja F(o, u) =
f;‘ f(a,z)dx, kam u — b—. 36or yciosa 1°, mpema CraBy 14.4, dynkumja F je
nudepeHnjadIHa M0 (v U BayKn
OF “
Bia(a’ u) = a—i(a, x) dx.

a
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IIpema ycaosy 2° dbavmuimja F(o,u) KouBeprupa Kaja v — b—, 3a 6ap jeaHo

«, a mpema ycjaoBy 3° damuinja g—s(a,u) KOHBEPTUpa JIOKAJIHO PABHOMEPHO Ka
HHTErpasy f;F %(a, z) dz, na ce va wy moxke npumenuru Cras 13.16, onakie je
OF b= af
hM(a)= lim —(a,z) = — (o, z) dz.
(@) = lim ——(a,2) 90 (& 7)

a

O

14.14. CraB [uurerpanujal. a) Heka je f : [c,d] X [a,b) nenpekunna GbyHk-
uuja, u HeKa fab_ f(a, z) dz paBrOMepHO KOHBeprmpa no « € [¢,d]. Tana je

/cd/ab_f(a,x)dmda:/ab_/cdf(a,x)dadx;

6) Heka je f : [¢c,d) X [a,b) — R dunknuja ca crenelimm cBojcTBEMA:
(1) f je HenpekwmHa;
(2) unTerpas fff f(a, x) dx koBeprupa JIOKaJIHO paBHOMEPHO 10 & € [c¢,d)

(omHOCHO PaBHOMEPHO Ha cBakoM [c,7] C [¢,d)), a fcd_ f(a, z) da xoHBEP-
IUpa JIOKAJHO PABHOMEPHO MO T € [a, b);
(3) Gap jeman om uHTErpasa

%) /ab_ /Cd_|f(a,x)|dadx /Cd_/ab_|f(a,x)dxda

je KOHAJaH.

Tama je
d— b— b— d—
/ flo,z)dzda = / fla,z)dadz.

JIOKA3. a) 3a cse 8 < b, na ocuosy Crasa 14.6 umamo

/cd/aﬂf(a,x)dmda—/aﬁ/cdf(a,x)dadm.

. . b— rd Ceed 0B
Ha necwoj crpann he ce nojasuru [ [, a ma j1eB0j élil}) [ [, ma je 3a 3aBpmerax

. d
OKa3a JOBOJBHO IOKA3aTH Ia glalm n fc MOry ma 3ameHe mecta. Mehyrum, 1O
b

HemocpenHo cienyje Ha ocaoBy Crasa 13.15;
6) Ilpernocrasuliemo na je, peuumo, npsu uHTErpas y (5) KOHaYaH.
Ha ocuoBy mperxomue Tatuke, 3a cBe 7 < d nuMamo

/:/ab_f(a,x)dmda—/ab_/cvf(a,x)dadx.

Ha oBy jemmaxoct menyjemo ca lim , ma mmamo
¥

i
Sd—

d— pb— b—
/ flayz)deda = lirg / / fla,z)dadx
c a 70— Ja c

. . b—
Capa jomr Tpeba moKaszaru 1a 11131 u fa MOTY 113 3aME€HE MeCTa.
y—d—
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ITocmarpajmo dyukumje
d—

O(z,v) = /7 fla,z) da Dp(z) = fla,z) da.

C
®yukuuja P(z,7), 10 npermocraBuu kKoHBeprupa Ka Po(z) JIOKAIHO PABHOMEPHO
no x € [a,b), kan v — d—.
b— Lo
C apyre crpase [ ®(z,7)dz KoHBeprupa paBHOMEDHO IO 7 jep je

ol d—
B, )| = / f(a,z)dal < / (e )| oy,

. . . b—
ma, MOoxkKeMmo mpumenutu BajepmirpacoB kpurepujym. Oryma hrg u [ mory na
y—d—
3amene mecta na ocaoBy Crasa 14.11. d

IIpumedba: Ycii0B HENPEKUIHOCTU MOXKE C€ OCJIA0UTU 10 yCJI0BA JIOKAJIHE MH-
TerpabuIHOCTH, jep OH CJIY?KM CaMO Ja OMCMO MOTJIM Ja 3aMEHUMO MECTa OOMIHUM
(cBOjCTBEHNM) MHTErpAIMMA.

Ipumedba?: Axo uzocrane camo tpehu ycsos nperxonuor Crasa 6), taga ce
MOK€ JOTO[MTH JIa HECBOjCTBEHU HHTErpPaid HE MOTY 14 3aMEHe MEeCTa, O 4emy
BHUIETU BezkOame 4.

IIPUMEPA

14.15. HupwuxieoB mHTerpaJ. llog mmenom upurseos unmezpas mO3HAT
je mHTerpasn

+oo ;
sin bx
(6) dx
0 x
Konseprenmnuja npuxsieoBor mHTErpasia ce jeTHOCTABHO MpoBepasa lupmx-
. 1 u - _ 1—cosbu
neosuM Kpurepujymom. Hamme - N\, 0, kam x — +00, a fo sinbrdr = =2,

HITO j€ MO AICOoJIyTHOj BpeaHocTu Mambe of 2/|b|. Hberosa Bpemnoct jennaka je /2,
kama je b > 0, onnocro —7/2 kana je b < 0. Jeman o HauMHA A ce TO MOKazKe J1ar
j€e y HacTaBKy.

Ilocmarpahemo cienehu unrerpasn koju 3asBucu ox asa napamerpa a > 0 u

beR:

+oo inb. +oo
”) R A L
0 z 0
rae je dbyukuumja f, mara ca
_ g Sin bz
fa(b,z) = e :
b, r=0

Ouursienso je u

dfq (b,2) = e “cosbr, x#0

ob )1, r=0"

VYcsioBu craBa 14.13 cy ucnymenu. Ycsos 1°, kaxke na je f, nudepeniujaduina

mo b 3a cBe x, Kao u 1a je %J;“ menpekuaHa QyHkuuja, mro croju. YcioB 2°

Tpaxku ja unrerpai (7) kouseprupa 3a 6ap jenHo b, u 3aucra OH KOHBEpPrupa 3a
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cBe b kombuuanujom AGenoBor u upuxjeoBor kpurepujyma. Hamme, Kako cMO
Beh Buuesu, unrerpan (6) kKouBeprupa, 1ok je dbyHkuuja x — e~ ** onanajyha u
OrpaHuYeHa.

Hajsam, tpehu ycioB je ma murerpas m3BomHe (DyHKIIHjE an;“ Oy/ie JIOKaJIHO
paBHOMepHO KoHBeprentan. U To croju, jep je

0

‘ 8];? = |e"* cosbz| < e,
Ta ce Molne mpuMeHnTn BajepmracoB KpUTepnjyM.

Oryna je
+o0 a
/ —ax
b) = e cosbrdr = ——,
= [ e

OITHOCHO

adb b
SDa(b) = / m = arctg a + C

Koucraury C onpebyjemo crasspajyhu b = 0, jep je us (7) ouuro ma je ¢,(0) =
0, ma manazumo C' = 0. Oryna je

(8) fa(b) = arctg 2.

Tume cMo uspadynasu uarerpas (7), anu we u (6), Koju je moceban Cciydaj
unrerpata (7), amu 3a ¢ = 0, WTO HE MOXKEMO & ynorpeduMo, jep je YuTaBo
u3Boleme jennakoctu (8) 3acHOBaHO Ha npernocrasuu aa je a > 0. Mehyrum Ha 1y
JEIHAKOCT MOXKEMO Ja IesyjeMo juMecoM Kam a — 0+. Ouunrienno mecHa crpaHa
KOHBeprupa Ka 7/2sgnb. JleBy crpany ozHaunmo ca h(a), n npumennmo Cras 14.11
o smmMecy. Y Ty cBpXy Tpeba NoKasaTu [a MOMHTerpasiHa GpyHKImja, mocMaTpana

. sin bx
Kao (yHKIHUja O ¢, PABHOMEPHO KOHBEPTUPA KA , kKag a — 04+. U To BaxKm,
x

jep je

67ax

b —1
nbel \-mzo,
—ax

p—az sinbr  sinbxr| 1= | | si

<
x x 1

kaga a — 0+, jep je mpBu YmHWIIAL y HCJeameM u3pasy orpanmded. llorpebmo

je jom ma wmuTerpas (7) paBHOMEPHO KOHBEPTUPA MO ¢ W3 HEKE IeCHE OKOJMHE
: : +00 sin bx

uysie. To BummmMo Ha ocHOBY AGEJI0BOr KpUTEpHjyMa, jep fo S22% do konBeprupa

PaBHOMEPHO 10 a (jep He caup:Ku a), a dbyHkiuja e~ ** je omanajyha u paBHOMEpHO

orpannvena 6pojem 1. TIpema Crasy 14.11, no3Bosbena je pazMeHa MecTa JIUMeca u

WHTErpaJa, mna je

in b
sinbz

—+o00
W/QSgnb:a£%1+h(a):/o .

Y napenna nsa nmaparpada nzsemhemo CTupanuroBy GopMyay Kojy cMo paHwuje
maBesu y maparpady 13.37.



14. UHTETPAJIN CA TIAPAMETPOM 339

14.16. Cras [Jlanuac]. Heka je (a,b) C R, (a moxe 6urn n —o00, a b +00),
u f: (a,b) — R xouBekcHa pyHKuuja Koja JOCTUXKE CTPOrU MUHMMYM Y TadKu to
(1j. 3a t # to Baxu f(t) > f(to)), u mexa nocroju f"(ty). Tana je

b —x
(9) G(z) = / e—f ) q¢ ~ 7v2776f(t0)7 T — +oo.
o xf”(to)

Opurunasuan Jlammacos ,moka3“ 3acHuBao ce Ha ciaenehem pacyhusamy: Ha
acuMnToTUKy uHTerpasa y (9) yrudy camo Bpemmoctu byHKUHje f Y OKOJUHU
tauke to (jep je mmage e~ /() mmoro mame) pemmmo y ((1 — &)to, (1 + €)to), a 'y
TOj okoMHM anpokcnmupamo byukimjy f TejaopoBim moamHOMOM IpyTO CcTEnena,
F(t) = f(to) + (1/2) f"(to)(t — to)?, ma mobujamo

(1+e)to . 5
G(2) N/ o=t (t)+ " (o) (t=t0)2/2) g3,
(1—e)to

Barum ce m3bamu ucmpen e/ (0) | ypene cmena +/x(t —to)/2t = s na Gu ce 10610
[Iyaconos uarerpas. OBakBO pacyhuBame, HapaBHO HUje KOPEKTHO, aJIH je KOPUCHO
U3BECTU Ta Mpe JI0Ka3a /1a bu ce pasyMesa uieja.

JoKA3. Pamorpumo npso moceban caydaj kana je to = f(tg) = 0. Tana je
a < 0 < b. Jacwo je ma mocroju u f'(tg) m ma je jemHak Hysau. YBemeMO CMEHeE

Va/2=yut=s/yn umamo
yb 5 yb
G(x) = G(2y2) :/ o2y f(s/y)l ds = 1/ exp <252 f(S/?J)> ds,
y

va Yy Y Jya (s/y)?
OIHOCHO
+oo
(10) yG(2y°) = P(s,y)ds,
— 00
rae je

9256/ g < s < yb

0, nHaYe

b je ma y mocienmu WHTErpaj yBEOeMoO JimMmec Kam y — +o0o. Kaxko je
f(0) = f(0) = 0, To uz Tejmopose dopmyne f(u) = (1/2)f"(0)u? + o(u?), kan
u — 0, mamasumo na f(u)/u? — f(0)/2 > 0, kax u — 0. Oryzna nocroju § > 0
rakso a2 je f(s/y)/(s/y)? > f"(0)/4, sa s/y < §. Tana je
(11) Ws,y) < e IOF2spy <.

C apyre crpane, Kako je f KOHBEKCHA, TO 3a |u| > § Baxu f(u) > v|u| 3a HeKo
v > 0. (Baucra, u — f(u)/u je narubna pynkuuja dynkuuje f u pacryha je, a
saumec y Hyam joj je f/(0) = 0, ma ce 3a y Mo¥Ke y3eTu Mamu o1 6pojesa f(g)/e n
f(=e)/e.) Bas/y >0 ny>1umamo f(s/y)/|s/y| > v n tume
(12) (s,y) < exp (‘252 <7|7§/z|) = e < el sy >

S/Y

Hakue, 3a dyukuujy ¢ umamo nse ouene (11) 3a s/y < d u (12) 3a s/y > 6. Y oba
cJIydaja BaXKu

+oo
D(s,y) < e TTO/2 4 o2l H/ (e7"©5%/2 4 e=2sl) ds < oo,

—0o0
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na unrerpas y (10) kouseprupa pasaomepto mo y € [1,+00). Tako je mosBobeHa
pasmena jumeca u unrerpasna (Cras 14.11), na umamo

. 2 e T ) T
i v0@) = [ = [0 = o

jep f(s/y)/(s/y)* — f"(0)/2, u ya — —o0, yb — +o0, Kag y — +oo. (Ilocaenmn
unTerpas ce cmeHoM 4/ f”(0)s = u cBomm Ha IlyacoHoB.)

Ouparse je Bpahajyhu cmeny y = /x/2,

2
G~ ooy

OBuMe je 10Ka3 3aBpIIEH y TOCEOHOM CIydajy. ¥ OmmreM CJIy4ajy, Kaga tg,
f(to) € R nucy obasesno jenumaku Hy/u, mocmarpamo byuxuujy g(t) = f(to +t) —
f({to), xoja je rakobhe kousekcua, camo Ha (a — to,b — tg), UMa CTPOrU MUHUMYM Y
uwymu g(0) =0, u g’ (0) = (o). Umamo, cmenom t = tg + s,

b b—t
G(z) = / e~/ 4t = / S eaftiots) g5 —
a a—to

b=t 2m
= ¢~of(to) / e ™) ds ~ e t0) [ g oo
a—to xf”(to)

O

14.17. CrupuunroBa dopmyiia. Baxn ciaemelia acuMnTorcka eKBUBAJIEH-
nuja
T(z) ~V 2ma® V2™ kamx — 400.

JLoKA3. Uneja je ma uckopuctumo nperxogau Ctas. ¥ TOM /by TPEITaBUMO

I' byuknmjy, xkao
+oo +oo
xI(z) = / tretdt = / e trelost gy
0 0

Ha 6u 1o 106uno obsuk unrerpasia y (9) yBegemo cmeHy t = s, na ©Mamo

+oo
xf(x) — / efstrxlogerxlogxl_ dS,
0
OIHOCHO
“+oo
I(z) = xm/ e M) s, h(s) = s —logs.
0

Kako je h'(s) = 1 —1/s, h”'(s) = 1/s? sakmydyjemo na je h KoHBeKcHa byHK-
nmja Koja IoCTHKe riaobaran muanmyM y Tanku s = 1. Jom je h(1) = 1u h”(1) = 1,
na pumenoM mperxomnor CraBa HAIA3UMO

LV 2me= =) L V2me "
I(z) ~ 2" —— =2 ———,
xh’'(1) Vi

qUMe je JJOKAa3 3aBPIIEH. (|
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Hcemopujera besewra: TlpBu je acuMmTOTCKO OHAIAKE (DAKTOPUjEIIa Y TBPIUO
e Moasp 1730. Uneja ce rpy6o pedeno cacroju y ciaemehem:

n+1/2
logn!:10g1+1og2+---+logn:/ logzdz + R, =
1/2

=(n+1/2)log(n+1/2) —n+Ci1+ R, =
=(n+1/2)logn —n+ (n+1/2)log(1+1/(2n)) + C1 + Ry,

rie je C1 = —(1/2)log(1/2). 3a ocrarak R, y nperxonsoj $hopmy/u ce MOKeMo
Hagaru ga kouseprupa. Kako (n+ 1/2)log(1+1/(2n)) — 1/2, omarne cnemu

n! ~e%ynn"e™™,

rae je C = 1/2+ Cy 4 lim R,,. Ile MoaBp je pasuo unak mpenusHuje HEro IITo je
oBIe u3J102KeHo - kopuctuo je Ojuep-MaksiopenoBy dbopmysy (Bumeru sexkbamwe 1
ruiase Onplenu unrerpai) kojom ce npeuusnuje onpelyje pasnuxa uzmely konaune
cyme u unrerpana. On Huje ogpenuo koucranry C'y 3arBopeHoMm obsuky, sBeh je
U3pasno myTeM OeCKOHAYHOT mpou3Boma. Hemyro sarum, CTUPJIMHT je U3padyHao,
kopucrehn BasmcoBy dopmysty (Bumeru Bexxbame 2 rinase Onpeljenu unrerpas) na
je ¢¢ = /27. Ham noxaz Crupsunrose dbopmyse cienn JlamiacoBy umejy.

14.18. NU3Bomu ['-dyukimje. [-dbynkuuja je beckoragHo myTa Mudepentim-
jabmaHa, W BaxKu

+oo
() = / t* te~tlog" tdt.
0

JTOKA3. Baucra nocjeamn MHTErpaJ KOHBEPrupa JIOKAJIHO PABHOMEPHO, OfI-
HOCHO KOHBEPTMPA PABHOMEDHO 10 = € [d, A], 360r HejemTHAKOCTH

[t te tlog" t| < t2 et log" t],
3a t > 1, omHOCHO
[t te~tlog™ t| < t°te~|log™ t|,

3at < 1. Tako ce (u ro Buwe nyra) moxe npumenuru Cras o nudepeHuuparmy
HECBOjCTBEHOT TTapaMeTapcKor maTerpasa 14.13. O

BE2KBAIBA

: e 42 )2 1 =222 41)
1. Hare cy dpyukunje F(z) = <f0 e dt> nG(z) =— |, r— dt.
a) Ilokasaru ma je F'(x) = G'(x), nma onawue ussectu F(x) = § + G(x);

42
6) Ha ocuoBy Tora mspauynaru [loaconoB maTETpas f0+°° e~ dt.

2. Joxasaru na Becenosa dynkmmja nenor mnexca J,(z) = [ cos(ng — zsinp) dp
3am0BosbaBa Becesosy mudepenmujanny jenmaunmy 2%y” 4+ zy’ 4+ (2 — n?)y = 0.

3. Heka je f : (0,+00) — R sokamuo marerpabunna pyHKOUja, TAKBa 1A MOCTOjE
f(0+) = lir(r)l+ f(z) n f(4+o00) = lirll f(z), Jokasaru na 3a a,b > 0 Baxe jepnakocru

[ S

— 7 = (f(+00) ~ f(0+))log -
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(Opynanujesu unrerpanu) [Yuyrcrso: Ilorogaum cmenama mokasaru na 3a 0 < u < v <

+00 Baxu [ M = f; M dt, ma W3BPUIMTH TPAHMYHE TIPEJTAs3. ]

4. Jara je dyuxuuja f: (0,1] x (0,1] — R ca

2_
f(mvy):ﬁ~

Tlokazatn ma dbyskuuja f mcmymasa npsa gBa ycaosa Crasa 14.146), amm me u Tpehn.

/01/(Jlf(x’y)dmdy7é/Ol/olf(x,y)dydx.

[Vayrerso: IIpenackom ma monmapue koopauuare nokasaru ga je [ [, |f(z,y)|dzdy = oo,
rae je D C (0,1] x (0,1] onpehen yemosuma 0 < p < 1, § < |6 — /4| < w/4.]

ITokazaru ma je

+oo 142%
5. Vcnuratn KOHBEPTEHIN]Y WHTETPAJIA f T1a%a dz y 3aBucuoctu om a € R. [o-
Kas3aTu JeﬂHaKOCT hm f+°° fj;h dz = 1.

6. Ispauynaru, y3 o6passioxeme IOCTynKa, [; oo %751) dx.

7. W3padyHaru WHTErpaJ f0+°° Ww dx.

8. IudepenmmpameM moa 3HAKOM WHTerpaJja Hahu BpenHocT (yHKIH]jE

oo in
f(y)z/o (Sidx, a # 0.

z(a? + z2)

[Vaoyrerso: Toxasaru ma saxu f(y) — a®f(y) = —m/2.]

9. Uspauynaru, y3 06pa3JoxKeme IOCTyNKa, HHTerpae: a) J- fl ”10;”; dx a,b>
—1; 6) J2 = fo sin log(l/az))‘”lo_gfc dz, a,b > —1; B) j os(log(1l/z)) =2 logx dw
a,b>—1.

10. Uspauynaru f0+°° 670‘”% dr,3a a>0u g € R.

11. Heka je I(« f+°° log(aZJ(FHV :22;2 Y dz (a > 0). Uspauymaru I(1).

12. Hexka je I(a) = jooj 16::1 dz, u J(a) = f0+oo 1'11:1 dr 3a 0 < a < 1. Hcnuraru
ma i je: a) I(a) = T(a)[(1 - a); 6) I(a) = J(a) + J(1 —a); b) J(a) = 35 =2

13. Uspauynaru J(a) = jol “C‘E“\/"iz dz 3a cBe a € R.

14. 3a wnarerpan J(« f0+°° es dz (a € R): a) ucnuraTn KOHBEPreHIHjy OBOT
unrerpana u nahu M rtaxso ga je |J(a)| < M 3a cse a € R; 6) Ilokasaru na je J'(a) +
/2 = 0+°° z?ﬂ‘lfz) dz 3aa > 0u J'(a) = J(a) 3a a > 0. [YOyTcTBO: HCKOPHCTUTH

f0+°° s22 dy = 7r/2.]; B) Pemntn nocnenmy jenHaqHHy u nahu J(0) u J/ (0) u na ocuoBy

rora nahu J(a); r) Hahu rpanndune BpennocTn hm J(a) n hm fo (fOJrOO j‘j;g dac) da,

3uajyhu ekcmimuuran uspas 3a J(a) u 6e3 Tora.

+00  sinax
0 z(1+ad)

15. Uspauynaru J(a) = dz, a > 0 nokasyjyhu ma saxu JO(a) +

J(a) =m/2.
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—az?

2
16. Vcnurarn KOHBEpreHuujy mnTerpasa [, oo e dz (a,b € R) u uspauay-

HaTU My BPEOHOCT Ka/Jla KOHBeprupa.

x2

17. a) Ucnuraru o6uuny, ancosiyTHy ¥ PABHOMEPHY KOHBEDPIEHIU]y MHTEIPAJIA

+oo —xt _ —yt 4oo —xt _ —yt
I(z,y) = / % cosatdt mn J(z,y) = / % sin at dt,
0 0

rme je a € R, na 3a z,y > 0 wspauynaru [(z,y) u J(z,y);
6) 3a x,y > 0 nahu lil_“{} I(z,y) n 1ir_‘1£1 J(z,y) xopucrehin pesynrar non a, u 6e3

wera; B) Crasmpajyhu t =0,y >0 n yEToo M3PAYYHATU UHTEIPAJ fJOO %‘“t dt.

18. Uspauynarn uarerpan [(a) = [[7°° 2t8az 4, 353 o € R.
Va1

1 (1}2 (1?2

19. [ar je unrerpan J(a) = fol % dz, 0 < o < 1. a) UcnuraTtn menpexum-
nocr dynxmmje J(a); 6) Iposepuru 52 fo 72 (Llog(l—o’z?) dz, 0 < a < 14

B) Halin J(a).

20. Uspagynaru I(a) = f0+°° log(lii;;z) dz 3a a € R.

_ L2 02
21. Uspauyunaru f0+°° e "t dr,a € Ru f0+°° =t da

22. 3a «a € R, uspauynaru nxrerpase:

o—te? g
\/E 0 2e™ 2% sinaz da;
\/7 +o0 42— 50" cos azx dz;
\/7 +%° 136=3%" gin az da.

23. Uspauynaru I(a) = f0+°° % dz 3a a > 0.

24. Mspauynarn I (o fo log(1/z))% log(log(1/z)) dz
25. Heka je I(a,b) = 0+°o (w“flh)%’ b > 0. a) Hokasaru jennaxoct I, (a,b) =

_ f+00 2%t logz dx

0 TwiIDPGirT) OHAA Kaxa I(a,b) xouBeprupa; 6) Uspauyunaru I(a,1) u I(a,a+ 1).

26. Heka je3a 0 < o < 1 g(a) = 0 e > da, h( ) = 0+°° ”er dz. a) Hokaszarm
h(a) = g(a) + 9(1 — ); gla) =307, (;i)n , h(a) = +2az 27)712, 6) spauyunaru

h(a) n fooo % dz.

27. Uspauynaru [ 285 dz, (a > 0).

28. ara je dynxuuja f: R? - R, 3a a > 0 ca

x, 0<z<Va
flz,a) =< —z+2v/a, Va<z<2y/a,
0, 2V/a <z
azaa<0ca f(r,a) =—f(z,—a), u dyuxuuja h: R — R ca h(a f flz,a)dx.
a) [loxazarn na je f HereKI/I,ZLHa wma R?%, amn na a—i HYj€;

6) Hoxastu ma je h'(0) # f71 2L (z,0) dm





