
14. INTEGRALI

SA PARAMETROM

OSNOVNI POJMOVI

14.1. Definicija. Neka je A skup (bilo kakav), i J ⊆ R interval, i
neka je f : A × J → R funkcija, takva da je za sve α ∈ A preslikava�e x 7→
f(α, x) integrabilno na J (u svojstvenom ili nesvojstvenom smislu - svejedno).
Funkcija h : A→ R

(1) h(α) =
∫
J

f(α, x) dx

naziva se integral sa parametrom. Ukoliko smo u mogu�nosti da na�emo
eksplicitan izraz za funkciju h, na primer, tako xto je integral funkcije
x 7→ f(α, x), izraqu�iv, kao neodre�eni za sve α, onda se ispitiva�e osobina
funkcije h mo�e izvesti metodima diferencijalnog raquna. I to nije nixta
novo. Ova glava posve�ena je izuqava�u osobina funkcije h i onda kada nismo
u mogu�nosti da na�emo eksplicitan izraz za funkciju h.

14.2. Stav [sitna pravila]. Neka je A ⊆ R.
a) Ako je za sve x f(α, x) ≤ f(β, x), kad god je α ≤ β, onda je funkcija h

rastu�a; sliqna tvrd�a va�i kada se stave znaci <, ≥, >, i tada je funkcija
h redom strogo rastu�a, opadaju�a, strogo opadaju�a;

b) Ako je A interval u R, i za svako x preswlikava�e α 7→ f(α, x) kon-
veksno, onda je i h konveksna funkcija; isto i za strogo konveksna, konkavna,
strogo konkavna;

v) Ako je J konaqan interval i f ograniqena naA×J , onda je i h ograniqena.

Dokaz. Trivijalno. �
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INTEGRAL PO KOMPAKTNOM INTERVALU

U ovom ode	ku, sve vreme bi�e J = [a, b] ⊆ R, odnosno

h(α) =
∫ b

a

f(α, x) dx.

14.3. Stav [limes, neprekidnost]. a) Neka je A skup na kome je defin-
isana konvergencija. Ako je lim

α→α0
f(α, x) = g(x), ravnomerno po x ∈ [a, b], tada

je

lim
α→α0

h(α) =
∫ b

a

g(x) dx;

b) Neka je A ⊆ Rk, i neka je f : A × [a, b](⊆ Rk+1) → R neprekidna
funkcija, tada je i h neprekidna.

Dokaz. a) To je, zapravo, Stav 13.14 glave Ranomerna konvergencija;
b) Fiksiramo α0 ∈ A. Postoji kompaktan skup K ⊆ A takav da α0 ∈

intK; tada je i K × [a, b] tako�e kompaktan. Prema Kantorovoj teoremi, f je
ravnomerno neprekidna na K × [a, b], to jest

∀ε > 0∃δ > 0∀α′, α′′ ∈ K ∀x′, x′′ ∈ [a, b] ||(α′, x′)− (α′′, x′′)|| < δ ⇒
|f(α′, x′)− f(α′′, x′′)| < ε.

Kako α0 ∈ intK, to je K neka okolina taqke α0 i za tu okolinu va�i

∀α ∈ K ∀x ∈ [a, b] ||(α, x)− (α0, x)|| < δ ⇒ |f(α, x)− f(α0, x)| < ε,

to jest da f(α, x) ⇒ f(α0, x) ravnomerno po x ∈ [a, b], pa f(α, x) → f(α0, x)
ravnomerno. Primenimo taqku a). �

14.4. Stav [diferencira�e]. Neka je A ⊆ R, f : A× [a, b]→ R. Ako je

f diferencijabilna po α za sve x, i ako je funkcija
∂f(α, x)
∂α

neprekidna na

A× [a, b], tada je h diferencijabilna i va�i

h′(α) =
∫ b

a

∂f(α, x)
∂α

dx.

Dokaz. Prema Lagran�ovoj teoremi o sred�oj vrednosti postoji θ ∈ (0, 1)
tako da va�i

h(α+4α)− h(α)
4α

=
1
4α

∫ b

a

(f(α+4α, x)− f(α, x)) dx =

=
1
4α

∫ b

a

4α∂f(α+ θ4α, x)
∂α

dx =
∫ b

a

∂f(α+ θ4α, x)
∂α

dx.

Me�utim, posled�i integral te�i ka
∫ b
a
∂f
∂α (α, x) dx, jer je funkcija ∂f

∂α ne-
prekidna. �

U ve�ba�u 28 mo�e se videti xta se zbiva kada ∂f
∂α nije neprekidna u α0

makar za jedno x.
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14.5. Stav [Lajbnic]. Neka su ϕ i ψ diferencijabilne funkcije realne
promen	ive, i neka je

h(α) =
∫ ψ(α)

ϕ(α)

f(α, x) dx,

i neka f zadovo	ava uslove prethodnog Stava. Tada je h diferencijabilna
funkcija, i va�i

h′(α) =
∫ ψ(α)

ϕ(α)

∂f(α, x)
∂α

dx+ f(α, ψ(α))ψ′(α)− f(α, ϕ(α))ϕ′(α).

Preciznije, domen funkcije f je skup {(α, x) |α ∈ A,ϕ(α) ≤ x ≤ ψ(α)}.

Dokaz. Fiksiramo α0 ∈ A, i za α ∈ (α0 − δ, α0 + δ) imamo

(2) h(α) =
∫ ϕ(α0)

ϕ(α)

f(α, x) dx+
∫ ψ(α0)

ϕ(α0)

f(α, x) dx+
∫ ψ(α)

ψ(α0)

f(α, x) dx.

Izvod sred�eg sabirka imamo u prethodnom Stavu. Potra�imo za tre�i. Neka

je g(α) =
∫ ψ(α)

ψ(α0)
f(α, x) dx, i imamo

g(α+4α)− g(α)
4α

=
1
4α

[∫ ψ(α+4α)

ψ(α0)

f(α+4α, x) dx−
∫ ψ(α)

ψ(α0)

f(α, x) dx

]
=

=
1
4α

∫ ψ(α)

ψ(α0)

(f(α+4α, x)−f(α, x)) dx+
1
4α

∫ ψ(α+4α)

ψ(α)

f(α+4α, x) dx = S1+S2.

Prvi sabirak, kao u prethodnom Stavu konvergira

S1 →
∫ ψ(α)

ψ(α0)

∂f(α, x)
∂α

dx,

a za drugi imamo

S2 =
1
4α

∫ ψ(α+4α)

ψ(α)

f(α+4α, x) dx =

=
1
4α

f(α+4α, ξ)(ψ(α+4α)− ψ(α)) po prvoj t o sr vr

→ f(α, ψ(α))ψ′(α)

Sliqno je i izvod prvog sabirka u (2) jednak −f(α, ϕ(α))ϕ′(α). �

14.6. Stav [Integracija]. Neka je A = [c, d] i f : [c, d] × [a, b] → R
neprekidna. Tada je

(3)

∫ γ

c

∫ b

a

f(α, x) dxdα =
∫ b

a

∫ γ

c

f(α, x) dα dx,

za sve c ≤ γ ≤ d.

Dokaz. Prema Stavu 7.19, funkcija γ 7→
∫ γ
c
f(α, x) dα = ψ(α, x) je difer-

encijabilna po γ, a �en izvod jednak je

∂ψ

∂γ
(γ, x) = f(γ, x),
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xto je neprekidna funkcija, pa prema Stavu 14.4 imamo

∂

∂γ

∫ b

a

ψ(γ, x) dx =
∫ b

a

∂

∂γ
ψ(γ, x) dx,

odnosno
∂

∂γ

∫ b

a

∫ γ

c

f(α, x) dα dx =
∫ b

a

f(α, x) dx,

a posled�e je neprekidna funkcija po α, pa rezultat dobijamo �utn-Lajbni-
covom formulom. �

Primedba: Navedena jednakost je poseban sluqaj Fubinijeve teoreme, jer je
svaka neprekidna funkcija na [c, d]× [a, b] integrabilna na tom skupu. Dakle,
va�i i opxtije, jednakost (3) va�i i kada je f integrabilna i obe strane
imaju smisla.

RAVNOMERNA KONVREGENCIJA

NESVOJSTVENIH INTEGRALA

U ovom pglav	u bi�e reqi o situaciji kada je integral integracije nekom-
paktan, odnosno, kada je integral koji se jav	a u (1) nesvojstven. Kao i inaqe
kada je req o nesvojstvenim integralima, razmatra�emo isk	uqivo sluqaj in-
tervala [a, b). Ostali se razmatraju analogno.

14.7. Definicija. Neka je f(α, x) lokalno integrabilna na [a, b) za svako
α ∈ A. Tada smo u mogu�nosti da definixemo funkciju F : A× [a, b)→ R sa
F (α, u) =

∫ u
a
f(α, x) dx.

Ka�emo da integral
∫ b−
a

f(α, x) dx ravnomerno konvergira po α ∈ B ⊆ A,
ako F (α, u) ⇒ h(α), kad u→ b− ravnomerno po α ∈ B. Ka�emo da konvergira
lokalno ravnomerno ako svako α ∈ B ima okolinu u kojoj F (α, u) ⇒ h(α), i sve
redom definixemo na taj naqin: apsolutno, normalno, itd, kao u paragrafu
13.17.

14.8. Stav [sitna pravila]. a) Ako integrali∫ b−

a

f(α, x) dx i

∫ b−

a

g(α, x) dx

ravnomerno konvergiraju na skupu B, tada ravnomerno konvergira i integral∫ b−

a

(λf(α, x) + µg(α, x)) dx,

na skupu B, pri qemu su λ, µ ∈ R;

b) Integral
∫ b−
a

f(α, x) dx ravnomerno konvergira po α ∈ B ako i samo ako
za sve ε > 0 postoji u0 ∈ [a, b) takvo da za sve v ≥ u ≥ u0 i sve α vredi∣∣∣∣∫ v

u

f(α, x) dx
∣∣∣∣ < ε

.
(Koxijev kriterijum);

v) Ako je za sve α, |f(α, x)| ≤ ϕ(x) i
∫ b−
a

ϕ(x) dx < +∞, tada integral∫ b−
a

f(α, x) dx ravnomerno konvergira. (Vajerxtrasov kriterijum);
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g) Ako integral
∫ b−
a

f(α, x) dx normalno konvregira, tada on ravnomerno
konvergira.

Dokaz. a) Sledi iz

λF (α, x) + µG(α, x) ⇒ λF (α, b−) + µG(α, b−);

b) Dovo	no je primeniti Koxijev uslov na familiju funkcija F (α, u);
v) i g) slede iz b). �

14.9. Stav [Dini]. Neka je f : A × [a, b) → R pozitivna funkcija. Ako
je preslikava�e α 7→ f(α, x) neprekidno (po α) za sve x ∈ [a, b) i ako je pres-

likava�e α 7→
∫ b−
a

f(α, x) dx neprekidno, tada
∫ b−
a

f(α, x) dx ravnomerno kon-
vergira po α ∈ K, gde je K proizvo	an kompaktan podskup skupa A.

Dokaz. Familija funkcija α 7→ F (α, u) =
∫ u
a
f(α, x) dx je rastu�a po u, i

neprekidna po α, pa se mo�e primeniti Dinijev kriterijum 13.19. �

14.10. Abelov i Dirihleov kriterijum. Neka su f, g : A× [a, b)→ R,
i neka je x 7→ g(α, x) monotono za sve α. Ako va�i barem jedan od slede�a dva
uslova:

(A) Integral
∫ b−
a

f(α, x) dx ravnomerno konvergira, a |g(α, x)| ≤ M (g je
ravnomerno ograniqena);

(D) Va�i nejednakost
∣∣∫ u
a
f(α, x) dx

∣∣ ≤M , i g(α, x) ⇒ 0, kad x→ b−;
tada integral

∫ b−
a

f(α, x)g(α, x) dx ravnomerno konvergira.

Dokaz. Kako je g monotona, prema drugoj teoremi o sred�oj vrednosti
imamo

(4)

∫ v

u

f(α, x)g(α, x) dx = g(α, u)
∫ ξ

u

f(α, x) dx+ g(α, v)
∫ v

ξ

f(α, x) dx.

U sluqaju (A), za dato α > 0 uoqimo u0 dovo	no blisko taqki b tako da za
sve v, u ∈ (u0, b) va�i ∣∣∣∣∫ v

u

f(α, x) dx
∣∣∣∣ < ε/2M,

a to mo�emo zbog Koxijevog kriterijuma. Tada iz (4) sledi∣∣∣∣∫ v

u

f(α, x)g(α, x) dx
∣∣∣∣ ≤M

(∣∣∣∣∣
∫ ξ

u

f(α, x) dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∫ v

ξ

f(α, x) dx
∣∣∣∣
)
≤

≤M(ε/2M + ε/2M) = ε.

U sluqaju (D), za dato ε > 0 uoqimo u0 dovo	no blisko taqki b tako da za
sve u ∈ (u0, b) i sve α va�i |g(α, u)| ≤ ε/4M . Tada iz (4) imamo∣∣∣∣∫ v

u

f(α, x)g(α, x) dx
∣∣∣∣ ≤ ε

4M
2M +

ε

4M
2M = ε,

uzimaju�i u obzir da je
∣∣∣∫ ξu f(α, x) dx

∣∣∣ = ∣∣∣∫ ξa − ∫ ua ∣∣∣ ≤M +M = 2M . �



14. INTEGRALI SA PARAMETROM 335

OPERACIJE NAD NESVOJSTVENIM INTEGRALIMA

Nesvojstveni parametarski integral je objekat dobijen kombinacijom obiq-
nog parametarskog integrala (preko kompaktnog skupa) i limesa. Stoga se sva
pravila za izvo�e�e oparacija nad nesvojstvenim parametarskim integral-
ima dokazuju kombinuju�i odgovaraju�e stavove o obiqnim parametarskim in-
tegralima i graniqnoj vrednosti.

14.11. Stav [graniqna vrednost]. Ako f(α, x) konvergira ka f0(x), lokalno
ravnomerno po x ∈ [a, b) (odnosno ravnomerno na svakom [a, u] ⊆ [a, b)), kad
α → α0, i

∫ b−
a

f(α, x) dx ravnomerno konvergira po α iz neke okoline taqke
α0, tada je

lim
α→α0

∫ b−

a

f(α, x) dx =
∫ b−

a

f0(x) dx.

Dokaz. Imamo

lim
α→α0

∫ b−

a

f(α, x) dx = lim
α→α0

lim
u→b−

∫ u

a

f(α, x) dx =

= lim
u→b−

lim
α→α0

∫ u

a

f(α, x) dx =

= lim
u→b−

∫ u

a

f0(x) dx =
∫ b−

a

f0(x) dx.

Pri tome, drugi red sledi na osnovu Teoreme o komutativnosti limesa, jer

lim
u→b−

(odnosno
∫ b−
a

f) ravnomerno konvergira po α iz neke okoline taqke α0, a

tre�i red sledi na osnovu Stava 14.3. �

14.12. Stav [neprekidnost]. Ako je f(α, x) neprekidna funkcija (kao

funkcija dve promen	ive), i ako
∫ b−
a

f(α, x) dx lokalno ravnomerno konver-

gira, tada je funkcija h(α) =
∫ b−
a

f(α, x) dx neprekidna.

Dokaz. Iz neprekidnosti funkcije f sledi, kao i u dokazu Stava 14.3,
da f(α, x) ⇒ f(α0, x), kad α→ α0. Primenimo prethodni Stav. �

14.13. Stav [diferencira�e]. Neka je
1◦ f : A × [a, b) → R diferencijabilna po α za sve x ∈ [a, b), a funkcija

∂f
∂α je neoprekidna na skupu A× [a, b);

2◦ Integral
∫ b−
a

f(α, x) dx kovergira za bar jedno α ∈ A;
3◦ Integral

∫ b−
a

∂f
∂α (α, x) dx konvergira lokalno ravnomerno po α.

Tada je funkcija h(α) =
∫ b−
a

f(α, x) dx diferencijabilna i va�i

h′(α) =
∫ b−

a

∂f

∂α
(α, x) dx.

Dokaz. Funkcija h(α) je graniqna vrednost familije funkcija F (α, u) =∫ u
a
f(α, x) dx, kad u → b−. Zbog uslova 1◦, prema Stavu 14.4, funkcija F je

diferencijabilna po α i va�i

∂F

∂α
(α, u) =

∫ u

a

∂f

∂α
(α, x) dx.
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Prema uslovu 2◦ familija F (α, u) konvergira kad u → b−, za bar jedno
α, a prema uslovu 3◦ familija ∂F

∂α (α, u) konvergira lokalno ravnomerno ka

integralu
∫ b−
a

∂f
∂α (α, x) dx, pa se na �u mo�e primeniti Stav 13.16, odakle je

h′(α) = lim
u→b−

∂F

∂α
(α, x) =

∫ b−

a

∂f

∂α
(α, x) dx.

�

14.14. Stav [integracija]. a) Neka je f : [c, d]× [a, b) neprekidna funk-
cija, i neka

∫ b−
a

f(α, x) dx ravnomerno konvergira po α ∈ [c, d]. Tada je∫ d

c

∫ b−

a

f(α, x) dxdα =
∫ b−

a

∫ d

c

f(α, x) dα dx;

b) Neka je f : [c, d)× [a, b)→ R finkcija sa slede�im svojstvima:

(1) f je neprekidna;

(2) integral
∫ b−
a

f(α, x) dx kovergira lokalno ravnomerno po α ∈ [c, d)
(odnosno ravnomerno na svakom [c, γ] ⊆ [c, d)), a

∫ d−
c

f(α, x) dα konver-
gira lokalno ravnomerno po x ∈ [a, b);

(3) bar jedan od integrala

(5)

∫ b−

a

∫ d−

c

|f(α, x)|dα dx
∫ d−

c

∫ b−

a

|f(α, x)|dxdα

je konaqan.

Tada je ∫ d−

c

∫ b−

a

f(α, x) dxdα =
∫ b−

a

∫ d−

c

f(α, x) dα dx.

Dokaz. a) Za sve β < b, na osnovu Stava 14.6 imamo∫ d

c

∫ β

a

f(α, x) dxdα =
∫ β

a

∫ d

c

f(α, x) dα dx.

Na desnoj strani �e se pojaviti
∫ b−
a

∫ d
c
, a na levoj lim

β→b

∫ d
c

∫ β
a
, pa je za zavrxetak

dokaza dovo	no pokazati da lim
β→b

i
∫ d
c
mogu da zamene mesta. Me�utim, to

neposredno sleduje na osnovu Stava 13.15;
b) Pretpostavi�emo da je, recimo, prvi integral u (5) konaqan.
Na osnovu prethodne taqke, za sve γ < d imamo∫ γ

c

∫ b−

a

f(α, x) dxdα =
∫ b−

a

∫ γ

c

f(α, x) dα dx.

Na ovu jednakost delujemo sa lim
γ→d−

, pa imamo∫ d−

c

∫ b−

a

f(α, x) dxdα = lim
γ→d−

∫ b−

a

∫ γ

c

f(α, x) dα dx

Sada jox treba pokazati da lim
γ→d−

i
∫ b−
a

mogu da zamene mesta.
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Posmatrajmo funkcije

Φ(x, γ) =
∫ γ

c

f(α, x) dα Φ0(x) =
∫ d−

c

f(α, x) dα.

Funkcija Φ(x, γ), po pretpostavci konvergira ka Φ0(x) lokalno ravnomerno
po x ∈ [a, b), kad γ → d−.

S druge strane
∫ b−
a

Φ(x, γ) dx konvergira ravnomerno po γ jer je

|Φ(x, γ)| =
∣∣∣∣∫ γ

c

f(α, x) dα
∣∣∣∣ ≤ ∫ d−

c

|f(α, x)|dα,

pa mo�emo primeniti Vajerxtrasov kriterijum. Otuda lim
γ→d−

i
∫ b−
a

mogu da

zamene mesta na osnovu Stava 14.11. �

Primedba: Uslov neprekidnosti mo�e se oslabiti do uslova lokalne in-
tegrabilnosti, jer on slu�i samo da bismo mogli da zamenimo mesta obiqnim
(svojstvenim) integralima.

Primedba2: Ako izostane samo tre�i uslov prethodnog Stava b), tada se
mo�e dogoditi da nesvojstveni integrali ne mogu da zamene mesta, o qemu
videti ve�ba�e 4.

PRIMERI

14.15. Dirihleov integral. Pod imenom Dirihleov integral poznat
je integral

(6)

∫ +∞

0

sin bx
x

dx.

Konvergencija Dirihleovog integrala se jednostavno proverava Dirih-
leovim kriterijumom. Naime 1

x ↘ 0, kad x → +∞, a
∫ u
0

sin bxdx = 1−cos bu
b ,

xto je po apsolutnoj vrednosti ma�e od 2/|b|. �egova vrednost jednaka je π/2,
kada je b > 0, odnosno −π/2 kada je b < 0. Jedan od naqina da se to poka�e dat
je u nastavku.

Posmatra�emo slede�i integral koji zavisi od dva parametra a > 0 i
b ∈ R:

(7) ϕa(b) =
∫ +∞

0

e−ax
sin bx
x

dx =
∫ +∞

0

fa(b, x) dx,

gde je funkcija fa data sa

fa(b, x) =

e−ax
sin bx
x

, x 6= 0

b, x = 0
.

Oqigledno je i

∂fa
∂b

(b, x) =

{
e−ax cos bx, x 6= 0
1, x = 0

.

Uslovi stava 14.13 su ispu�eni. Uslov 1◦, ka�e da je fa diferencijabilna
po b za sve x, kao i da je ∂fa

∂b neprekidna funkcija, xto stoji. Uslov 2◦

tra�i da integral (7) konvergira za bar jedno b, i zaista on konvergira za
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sve b kombinacijom Abelovog i Dirihleovog kriterijuma. Naime, kako smo
ve� videli, integral (6) konvergira, dok je funkcija x 7→ e−ax opadaju�a i
ograniqena.

Najzad, tre�i uslov je da integral izvodne funkcije ∂fa

∂b bude lokalno
ravnomerno konvergentan. I to stoji, jer je∣∣∣∣∂fa∂b

∣∣∣∣ = ∣∣e−ax cos bx
∣∣ ≤ e−ax,

pa se moxe primeniti Vajerxtasov kriterijum.
Otuda je

ϕ′a(b) =
∫ +∞

0

e−ax cos bxdx =
a

a2 + b2
,

odnosno

ϕa(b) =
∫

adb
a2 + b2

= arctg
b

a
+ C.

Konstantu C odre�ujemo stav	aju�i b = 0, jer je iz (7) oqito da je ϕa(0) =
0, pa nalazimo C = 0. Otuda je

(8) fa(b) = arctg
b

a
.

Time smo izraqunali integral (7), ali ne i (6), koji je poseban sluqaj
integrala (7), ali za a = 0, xto ne mo�emo da upotrebimo, jer je qitavo
izvode�e jednakosti (8) zasnovano na pretpostavci da je a > 0. Me�utim na tu
jednakost mo�emo da delujemo limesom kad a → 0+. Oqigledno desna strana
konvergira ka π/2 sgn b. Levu stranu oznaqimo sa h(a), i primenimo Stav 14.11
o limesu. U tu svrhu treba pokazati da podintegralna funkcija, posmatrana

kao funkcija od a, ravnomerno konvergira ka
sin bx
x

, kad a→ 0+. I to va�i,

jer je ∣∣∣∣e−ax sin bx
x
− sin bx

x

∣∣∣∣ = |1− e−ax| | sin bx||x|
≤
∣∣∣∣e−ax − 1
−ax

∣∣∣∣ · |a|⇒ 0,

kada a → 0+, jer je prvi qinilac u psled�em izrazu ograniqen. Potrebno
je jox da integral (7) ravnomerno konvergira po a iz neke desne okoline

nule. To vidimo na osnovu Abelovog kriterijuma, jer
∫ +∞
0

sin bx
x dx konvergira

ravnomerno po a (jer ne sadr�i a), a funkcija e−ax je opadaju�a i ravnomerno
ograniqena brojem 1. Prema Stavu 14.11, dozvo	ena je razmena mesta limesa i
integrala, pa je

π/2 sgn b = lim
a→0+

h(a) =
∫ +∞

0

sin bx
x

dx.

U naredna dva paragrafa izvex�emo Stirlingovu formulu koju smo ranije
naveli u paragrafu 13.37.
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14.16. Stav [Laplas]. Neka je (a, b) ⊆ R, (a mo�e biti i −∞, a b +∞),
i f : (a, b) → R konveksna funkcija koja dosti�e strogi minimum u taqki t0
(tj. za t 6= t0 va�i f(t) > f(t0)), i neka postoji f ′′(t0). Tada je

(9) G(x) =
∫ b

a

e−xf(t) dt ∼
√

2πe−xf(t0)√
xf ′′(t0)

, x→ +∞.

Originalni Laplasov ,,dokaz\ zasnivao se na slede�em rasu�iva�u: Na
asimptotiku integrala u (9) utiqu samo vrednosti funkcije f u okolini
taqke t0 (jer je inaqe e−xf(t) mnogo ma�e) recimo u ((1 − ε)t0, (1 + ε)t0), a u
toj okolini aproksimiramo funkciju f Tejlorovim polinomom drugo stepena,
f(t) ≈ f(t0) + (1/2)f ′′(t0)(t− t0)2, pa dobijamo

G(x) ∼
∫ (1+ε)t0

(1−ε)t0
e−x(f(t0)+f

′′(t0)(t−t0)2/2) dt.

Zatim se izbaci ispred e−xf(t0), uvede smena
√
x(t− t0)/2t = s da bi se dobio

Puasonov integral. Ovakvo rasu�iva�e, naravno nije korektno, ali je korisno
izvesti ga pre dokaza da bi se razumela ideja.

Dokaz. Ramotrimo prvo poseban sluqaj kada je t0 = f(t0) = 0. Tada je
a < 0 < b. Jasno je da postoji i f ′(t0) i da je jednak nuli. Uvedemo smene√
x/2 = y i t = s/y i imamo

G(x) = G(2y2) =
∫ yb

ya

e−2y2f(s/y) 1
y

ds =
1
y

∫ yb

ya

exp
(
−2s2

f(s/y)
(s/y)2

)
ds,

odnosno

(10) yG(2y2) =
∫ +∞

−∞
ψ(s, y) ds,

gde je

ψ(s, y) =

{
exp

(
−2s2 f(s/y)

(s/y)2

)
, ya < s < yb

0, inaqe
.

Ci	 je da u posled�i integral uvedemo limes kad y → +∞. Kako je
f(0) = f ′(0) = 0, to iz Tejlorove formule f(u) = (1/2)f ′′(0)u2 + o(u2), kad
u → 0, nalazimo da f(u)/u2 → f ′′(0)/2 > 0, kad u → 0. Otuda postoji δ > 0
takvo da je f(s/y)/(s/y)2 > f ′′(0)/4, za s/y < δ. Tada je

(11) ψ(s, y) ≤ e−f
′′(0)s2/2, s/y < δ.

S druge strane, kako je f konveksna, to za |u| > δ va�i f(u) ≥ γ|u| za neko
γ > 0. (Zaista, u 7→ f(u)/u je nagibna funkcija funkcije f i rastu�a je, a
limes u nuli joj je f ′(0) = 0, pa se za γ mo�e uzeti ma�i od brojeva f(ε)/ε i
f(−ε)/ε.) Za s/y > δ i y > 1 imamo f(s/y)/|s/y| ≥ γ i time

(12) ψ(s, y) ≤ exp
(
−2s2

γ|s/y|
(s/y)2

)
= e−2|sy| ≤ e−2|s|, s/y > δ.

Dakle, za funkciju ψ imamo dve ocene (11) za s/y < δ i (12) za s/y > δ. U oba
sluqaja va�i

ψ(s, y) ≤ e−f
′′(0)s2/2 + e−2|s| i

∫ +∞

−∞
(e−f

′′(0)s2/2 + e−2|s|) ds < +∞,
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pa integral u (10) konvergira ravnomerno po y ∈ [1,+∞). Tako je dozvo	ena
razmena limesa i integrala (Stav 14.11), pa imamo

lim
y→+∞

yG(2y2) =
∫ +∞

−∞
lim

y→+∞
ψ(s, t) =

∫ +∞

−∞
e−f

′′(0)s2 ds =
√

π

f ′′(0)
,

jer f(s/y)/(s/y)2 → f ′′(0)/2, i ya → −∞, yb → +∞, kad y → +∞. (Posled�i

integral se smenom
√
f ′′(0)s = u svodi na Puasonov.)

Odatle je vra�aju�i smenu y =
√
x/2,

G(x) ∼

√
2π

xf ′′(0)
.

Ovime je dokaz zavrxen u posebnom sluqaju. U opxtem sluqaju, kada t0,
f(t0) ∈ R nisu obavezno jednaki nuli, posmatramo funkciju g(t) = f(t0 + t)−
f(t0), koja je tako�e konveksna, samo na (a− t0, b − t0), ima strogi minimum u
nuli g(0) = 0, i g′′(0) = f ′′(t0). Imamo, smenom t = t0 + s,

G(x) =
∫ b

a

e−xf(t) dt =
∫ b−t0

a−t0
e−xf(t0+s) ds =

= e−xf(t0)
∫ b−t0

a−t0
e−xg(s) ds ∼ e−xf(t0)

√
2π

xf ′′(t0)
, x→ +∞.

�

14.17. Stirlingova formula. Va�i slede�a asimptotska ekvivalen-
cija

Γ(x) ∼
√

2πxx−1/2e−x, kad x→ +∞.

Dokaz. Ideja je da iskoristimo prethodni Stav. U tom ci	u predtavimo
Γ funkciju, kao

xΓ(x) =
∫ +∞

0

txe−t dt =
∫ +∞

0

e−t+x log t dt.

Da bi to dobilo oblik integrala u (9) uvedemo smenu t = xs, pa imamo

xΓ(x) =
∫ +∞

0

e−xs+x log s+x log xxds,

odnosno

Γ(x) = xx
∫ +∞

0

e−xh(s) ds, h(s) = s− log s.

Kako je h′(s) = 1− 1/s, h′′(s) = 1/s2 zak	uqujemo da je h konveksna funk-
cija koja dosti�e globalni minimum u tacki s = 1. Jox je h(1) = 1 i h′′(1) = 1,
pa primenom prethodnog Stava nalazimo

Γ(x) ∼ xx
√

2πe−xh(1)√
xh′′(1)

= xx
√

2πe−x√
x

,

qime je dokaz zavrxen. �
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Istorijska belexka: Prvi je asimptotsko ponaxa�e faktorijela utvrdio
de Moavr 1730. Ideja se grubo reqeno sastoji u slede�em:

log n! = log 1 + log 2 + · · ·+ log n =
∫ n+1/2

1/2

log xdx+Rn =

= (n+ 1/2) log(n+ 1/2)− n+ C1 +Rn =

= (n+ 1/2) log n− n+ (n+ 1/2) log(1 + 1/(2n)) + C1 +Rn,

gde je C1 = −(1/2) log(1/2). Za ostatak Rn u prethodnoj formuli se mo�emo
nadati da konvergira. Kako (n+ 1/2) log(1 + 1/(2n))→ 1/2, odatle sledi

n! ∼ eC
√
nnne−n,

gde je C = 1/2 + C1 + limRn. De Moavr je radio ipak preciznije nego xto je
ovde izlo�eno - koristio je Ojler-Maklorenovu formulu (videti ve�ba�e 1
glave Odr�eni integral) kojom se preciznije odre�uje razlika izme�u konaqne
sume i integrala. On nije odredio konstantu C u zatvorenom obliku, ve� je
izrazio putem beskonaqnog proizvoda. Nedugo zatim, Stirling je izraqunao,
koriste�i Valisovu formulu (videti ve�ba�e 2 glave Odre�eni integral) da
je eC =

√
2π. Nax dokaz Stirlingove formule sledi Laplasovu ideju.

14.18. Izvodi Γ-funkcije. Γ-funkcija je beskonaqno puta diferenci-
jabilna, i va�i

Γ(n)(x) =
∫ +∞

0

tx−1e−t logn tdt.

Dokaz. Zaista posled�i integral konvergira lokalno ravnomerno, od-
nosno konvergira ravnomerno po x ∈ [δ,∆], zbog nejednakosti

|tx−1e−t logn t| ≤ t∆−1e−t| logn t|,

za t > 1, odnosno
|tx−1e−t logn t| ≤ tδ−1e−t| logn t|,

za t < 1. Tako se (i to vixe puta) mo�e primeniti Stav o diferencira�u
nesvojstvenog parametarskog integrala 14.13. �

VE�BA�A

1. Date su funkcije F (x) =
(∫ x

0
e−t2 dt

)2

i G(x) = −
∫ 1

0
e−x2(t2+1)

t2+1
dt.

a) Pokazati da je F ′(x) = G′(x), pa odatle izvesti F (x) = π
4

+G(x);

b) Na osnovu toga izraqunati Poasonov integral
∫ +∞
0

e−t2 dt.

2. Dokazati da Beselova funkcija celog indeksa Jn(x) =
∫ π

0
cos(nϕ− x sinϕ) dϕ

zadovo	ava Beselovu diferencijalnu jednaqinu x2y′′ + xy′ + (x2 − n2)y = 0.

3. Neka je f : (0,+∞) → R lokalno integrabilna funkcija, takva da postoje
f(0+) = lim

x→0+
f(x) i f(+∞) = lim

x→+∞
f(x), Dokazati da za a, b > 0 va�e jednakosti∫ +∞

0

f(bx)− f(ax)

x
dx = (f(+∞)− f(0+)) log

b

a
.
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(Frulanijevi integrali) [Uputstvo: Pogodnim smenama pokazati da za 0 < u < v <

+∞ va�i
∫ v

u

f(bx)−f(ax)
x

=
∫ b

a

f(vt)−f(ut)
t

dt, pa izvrxiti graniqni prelaz.]

4. Data je funkcija f : (0, 1]× (0, 1] → R sa

f(x, y) =
x2 − y2

(x2 + y2)2
.

Pokazati da funkcija f ispu�ava prva dva uslova Stava 14.14b), ali ne i tre�i.
Pokazati da je ∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y) dxdy 6=
∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y) dy dx.

[Uputstvo: Prelaskom na polarne koordinate pokazati da je
∫∫

D
|f(x, y)|dxdy = ∞,

gde je D ⊆ (0, 1]× (0, 1] odre�en uslovima 0 < ρ < 1, δ ≤ |θ − π/4| ≤ π/4.]

5. Ispitati konvergenciju integrala
∫ +∞
0

1+xa

1+x2a dx u zavisnosti od a ∈ R. Do-

kazati jednakost lim
a→+∞

∫ +∞
0

1+xa

1+x2a dx = 1.

6. Izraqunati, uz obrazlo�e�e postupka,
∫ +∞
0

log(a2+x2)

b2+x2 dx.

7. Izraqunati integral
∫ +∞
0

arctg αx arctg βx
x2 dx.

8. Diferencira�em pod znakom integrala na�i vrednost funkcije

f(y) =

∫ +∞

0

sinxy

x(a2 + x2)
dx, a 6= 0.

[Uputstvo: Dokazati da va�i f ′′(y)− a2f(y) = −π/2.]

9. Izraqunati, uz obrazlo�e�e postupka, integrale: a) J1 =
∫ 1

0
xb−xa

log x
dx, a, b >

−1; b) J2 =
∫ 1

0
sin(log(1/x))xb−xa

log x
dx, a, b > −1; v) J3 =

∫ 1

0
cos(log(1/x))xb−xa

log x
dx,

a, b > −1.

10. Izraqunati
∫ +∞
0

e−αx sinβ x
x

dx, za α > 0 i β ∈ R.

11. Neka je I(α) =
∫ +∞
1/α

log(αx+
√

α2x2−1)

x(1+x2)
dx (α > 0). Izraqunati I(1).

12. Neka je I(a) =
∫ +∞
−∞

eax

1+ex dx, i J(a) =
∫ +∞
0

eax

1+ex dx za 0 < a < 1. Ispitati

da li je: a) I(a) = Γ(a)Γ(1− a); b) I(a) = J(a) + J(1− a); v) J(a) =
∑+∞

n=0
(−1)n

1−a+n
.

13. Izraqunati J(α) =
∫ 1

0
sin αx
x
√

x
dx za sve α ∈ R.

14. Za integral J(α) =
∫ +∞
0

cos ax
1+x2 dx (a ∈ R): a) ispitati konvergenciju ovog

integrala i na�i M takvo da je |J(a)| ≤ M za sve a ∈ R; b) Pokazati da je J ′(a) +

π/2 =
∫ +∞
0

sin ax
x(1+x2)

dx za a > 0 i J ′′(a) = J(a) za a > 0. [Uputstvo: iskoristiti∫ +∞
0

sin x
x

dx = π/2.]; v) Rexiti posled�u jednaqinu i na�i J(0) i J ′+(0) i na osnovu

toga na�i J(a); g) Na�i graniqne vrednosti lim
a→∞

J(a) i lim
a→+∞

∫ a

0

(∫ +∞
0

cos ax
1+x2 dx

)
da,

znaju�i eksplicitan izraz za J(a) i bez toga.

15. Izraqunati J(a) =
∫ +∞
0

sin ax
x(1+x4)

dx, a > 0 pokazuju�i da va�i J(iv)(a) +

J(a) = π/2.
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16. Ispitati konvergenciju integrala
∫ +∞
0

e−ax2
−e−bx2

x2 dx (a, b ∈ R) i izraqu-
nati mu vrednost kada konvergira.

17. a) Ispitati obiqnu, apsolutnu i ravnomernu konvergenciju integrala

I(x, y) =

∫ +∞

0

e−xt − e−yt

t
cos atdt i J(x, y) =

∫ +∞

0

e−xt − e−yt

t
sin atdt,

gde je a ∈ R, pa za x, y ≥ 0 izraqunati I(x, y) i J(x, y);
b) Za x, y ≥ 0 na�i lim

a→+∞
I(x, y) i lim

a→+∞
J(x, y) koriste�i rezultat pod a, i bez

�ega; v) Stav	aju�i x = 0, y > 0 i lim
y→+∞

izraqunati integral
∫ +∞
0

sin t
t

dt.

18. Izraqunati integral I(α) =
∫ +∞
1

arctg αx

x2
√

x2−1
dx za α ∈ R.

19. Dat je integral J(α) =
∫ 1

0

log(1−α2x2)

x
√

1−x2
dx, 0 ≤ α < 1. a) Ispitati neprekid-

nost funkcije J(α); b) Proveriti dJ
dα

=
∫ 1

0
1

x
√

1−x2

(
d
dα

log(1− α2x2)
)

dx, 0 < α < 1;

v) Na�i J(α).

20. Izraqunati I(α) =
∫ +∞
0

log(α2+x2)

1+x2 dx za α ∈ R.

21. Izraqunati
∫ +∞
0

e−x sin2 αx
x2 dx, α ∈ R i

∫ +∞
0

sin2 x
x2 dx.

22. Za α ∈ R, izraqunati integrale:

a)
√

2
π

∫ +∞
0

xe−
1
2 x2

sinαx dx;

b)
√

2
π

∫ +∞
0

x2e−
1
2 x2

cosαx dx;

v)
√

2
π

∫ +∞
0

x3e−
1
2 x2

sinαx dx.

23. Izraqunati I(α) =
∫ +∞
0

1−e−αx2

x2 dx za α ≥ 0.

24. Izraqunati I(α) =
∫ 1

0
(log(1/x))α log(log(1/x)) dx.

25. Neka je I(a, b) =
∫ +∞
0

xb dx
(xa+1)(x4+1)

, b ≥ 0. a) Dokazati jednakost I ′a(a, b) =

−
∫ +∞
0

xa+b log x dx
(xa+1)2(x4+1)

, onda kada I(a, b) konvergira; b) Izraqunati I(a, 1) i I(a, a+ 1).

26. Neka je za 0 < α < 1 g(α) =
∫ 1

0
x−α

1+x
dx, h(α) =

∫ +∞
0

x−α

1+x
dx. a) Dokazati

h(α) = g(α) + g(1−α); g(α) =
∑∞

n=1
(−1)n

α−n
, h(α) = 1

α
+ 2α

∑∞
n=1

(−1)n

α2−n2 ; b) Izraqunati

h(α) i
∫∞
0

x−α log x
1+x

dx.

27. Izraqunati
∫ +∞
0

arctg ax
x(1+x2)

dx, (a ≥ 0).

28. Data je funkcija f : R2 → R, za α ≥ 0 sa

f(x, α) =


x, 0 ≤ x ≤

√
α

−x+ 2
√
α,

√
α < x ≤ 2

√
α

0, 2
√
α < x

,

a za α < 0 sa f(x, α) = −f(x,−α), i funkcija h : R → R sa h(α) =
∫ 1

−1
f(x, α) dx.

a) Dokazati da je f neprekidna na R2, ali da ∂f
∂α

nije;

b) Dokazti da je h′(0) 6=
∫ 1

−1
∂f
∂α

(x, 0) dx.




